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Вступ

Матерiал посiбника в основному слiдує книзi [1] i роздiлено на двi
логiчнi частини.

Роздiл 1 мiстить теоретичний фундамент будь-яких обчислень.
Ми почнемо з основ математичного аналiзу, де ми формулюємо без
доведень основнi теореми аналiзу. Їх доведення можна знайти у будь-
якому пiдручнику з математичного аналiзу, напр. [2, 4, 3]. Ми також
зосереджуємо увагу на питаннях, якi специфiчнi для роботи з ЕОМ.
Ви дiзнаєтесь, як виникають похибки, чому комп’ютер не може точно
представити деякi числа (стандарт IEEE 754) та як цi обмеження
впливають на результат обчислення функцiй.

У роздiлi 2 ми розглянемо класичнi iнструменти чисельного ана-
лiзу. Це набiр iнструментiв, що дозволяють: ефективно обчислювати
значення полiномiв, знаходити наближенi значення похiдних та iн-
тегралiв, а також розв’язувати диференцiальнi рiвняння та системи
лiнiйних рiвнянь спецiального вигляду.
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Роздiл 1

Основи чисельних
методiв

1.1 Основнi теореми аналiзу
У даному пiдроздiлi наведено класичнi теореми математичного ана-
лiзу, якi, не дивлячись на свою простоту, мають широке застосування
у чисельних методах.

Теорема 1 (Тейлор). Нехай функцiя f : [a, b] → R має n + 1 непе-
рервну похiдну на вiдрiзку [a, b], n ≥ 0 i x0 ∈ [a, b] — деяка фiксована
точка. Тодi функцiю f можна подати у виглядi

f(x) = pn(x0; x) +Rn(x0; x), x ∈ [a, b],

де

pn(x0; x) =
n∑

k=0

(x− x0)
k

k!
f (k)(x0),

а
Rn(x0; x) =

1

n!

∫ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t)dt.
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Функцiя pn називається многочленом Тейлора функцiї f , а Rn —
залишковим членом (у iнтегральнiй формi).

Вiдмiтимо, що iснує i iншi представлення для залишкового члена,
зокрема (залишковий член у формi Лагранжа) для деякого ξ мiж
точками x0 i x справедлива рiвнiсть

Rn(x0; x) =
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ). (1.1)

Вiдмiтимо, що многочлен Тейлора однозначно визначається умовами

p(k)n (x0) = f (k)(x0), k = 0, 1, . . . , n.

Приклад 1. Обчислити значення sin x з точнiстю ε = 10−2, x ∈
R.

Спочатку знайдемо формулу, яка дозволить обчислити значення
sin x з заданою точнiстю на вiдрiзку [0, 1].

Для цього виберемо у формулi Тейлора число n так, щоб нерiв-
нiсть |Rn(0; x)| < ε виконувалась для всiх x ∈ [0, 1]. Використовую-
чи формулу для залишкового члена у формi Лагранжа для функцiї
f(x) = sin x отримаємо, враховуючи, що |f (k)(x)| ≤ 1 для всiх k ∈ N
i x ∈ R,

|R2n(x)| =
∣∣∣∣ x2n+1

(2n+ 1)!
f (2n+1)(ξ)

∣∣∣∣ ≤ 1

(2n+ 1)!
.

Легко бачити, що при n = 2 виконується нерiвнiсть 1
(2n+1)! < ε, а отже

для многочлена Тейлора p6(x) = x− x3

6 + x5

120 виконується нерiвнiсть

|sin x− p6(x)| < ε, x ∈ [0, 1].

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд функцiї sinx, для обчислення значен-
ня p6(x) у довiльнiй точцi x достатньо виконувати дiї додавання та
множення чисел.
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Зазначимо, що [0, 1] ⊃
[
0, π4

]
, а отже многочлен p6 дає ефектив-

ний спосiб обчислення функцiї sin x на вiдрiзку
[
0, π4

]
. Нехай x ∈[

π
4 ,

π
2

]
. Враховуючи, що sin x = cos

(
π
2 − x

)
, x ∈ R, i той факт, що

x ∈
[
π
4 ,

π
2

]
=⇒ π

2 − x ∈
[
0, π4

]
, отримаємо, що для обчислення

функцiї sin x на вiдрiзку
[
π
4 ,

π
2

]
з заданою точнiстю, достатньо вмiти

обчислювати значення функцiї cos y на вiдрiзку
[
0, π4

]
.

Абсолютно аналогiчно можна отримати, що для многочлена Тей-
лора q5(x) = 1− x2

2 + x4

24 функцiї cos x виконується нерiвнiсть

| cosx− q5(x)| < ε, x ∈ [0, 1] ⊃
[
0,

π

4

]
,

а тому на вiдрiзку
[
0, π2

]
з точнiстю ε справедлива формула

sin x ≈

{
p6(x), x ∈ [0, π/4]

q5(π/2− x), x ∈ (π/4, π/2].
(1.2)

Використовуючи симетрiї графiка функцiї sinx, обчислення значен-
ня sinx можна звести до обчислення значення sin y, y ∈

[
0, π2

]
. Тому

значення sin x, x ∈ R можна обчислити з заданою похибкою за до-
помогою формули (1.2).

Теорема 2 (Ролль). Нехай функцiя f : [a, b] → R є неперервною
на вiдрiзку [a, b], диференцiйовною на iнтервалi (a, b) i така, що
f(a) = f(b). Тодi iснує ξ ∈ (a, b), що f ′(ξ) = 0.

Теорема 3 (Лагранж). Нехай функцiя f : [a, b] → R є неперервною
на вiдрiзку [a, b], диференцiйовною на iнтервалi (a, b). Тодi

∃ξ ∈ (a, b) :
f(b)− f(a)

(b− a)
= f ′(ξ).

Теорема 4 (Больцано, Кошi). Нехай f : [a, b] → R є неперервною на
вiдрiзку [a, b] i f(a) · f(b) < 0. Тодi iснує точка ξ ∈ (a, b) така, що
f(ξ) = 0.
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1.2 Похибка обчислень
Метою бiльшостi матерiалу, який вивчається у даному курсi, є на-
ближене обчислення невiдомих величин. Тому має сенс бiльш точно
означити поняття похибки. Припустимо, що ми хочемо обчислити не-
вiдому величину A, i B — її наближене значення. Тодi числа A−B,
|A−B| та |A−B|

|A| називають похибкою, абсолютною похибкою та вiд-
носною похибкою вiдповiдно (остання — припускаючи, що A ̸= 0).

Приклад 2. Знайти абсолютну i вiдносну похибки для

1. A = 0.1125351747× 10−6 ≈ e−16 i B = 0

2. A = 0.8886110521 · 107 ≈ e16 i B = 0.888611052 · 107.

У першому випадку абсолютна похибка |A−B| = A < 1.2 ·10−7 є
достатньо малою, в той же час вiдносна похибка |A−B|

|A| = 1 є великою.
У другому випадку, абсолютна похибка |A−B| = 10−3 є достатньо

великою, хоча числа A i B вiдрiзняються тiльки у останнiй значущiй
цифрi запису, а вiдносна похибка |A−B|

|A| ≈ 4.5 · 10−10 є малою.
Таким чином, вiдносна похибка є мiрою кiлькостi ”правильних

цифр” у наближеннi. Враховуючи що, як правило, наближенi ал-
горитми виконуються використовуючи машинне представлення дiй-
сних чисел у виглядi чисел з рухомою комою, якi мають фiксовану
кiлькiсть значущих цифр (про це трохи бiльш детально ми будемо
говорити далi), то вiдносна похибка може бути мiрою якостi набли-
ження невiдомої величини при комп’ютерних обчисленнях.
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1.3 Машинне представлення чисел

1.3.1 Представлення цiлих чисел
Як вiдомо, при записi чисел ми використовуємо позицiйний запис у
десятковiй системi числення. Це означає, що кожне натуральне число
представлено у виглядi

anan−1 . . . a1a0 =
n∑

k=0

ak · 10k,

де n ∈ N, a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , 9} — це цифри десяткового за-
пису. Число 10, очевидно, пов’язане з кiлькiстю пальцiв у людей,
але не має принципового значення для запису чисел. Якщо p ∈ N,
p ≥ 2 — це довiльне число, то будь-яке натуральне число може бути
представлено єдиним чином у виглядi(

bnbn−1 . . . b1b0
)
p
=

n∑
k=0

bk · pk,

де n ∈ N, i тепер b0, . . . , bn ∈ {0, 1, . . . , p− 1} — ”цифри” у p-системi
(цифр має бути p штук).

З технiчних причин комп’ютеру простiше працювати з двома ци-
фрами, вiдповiдно природною для комп’ютера системою числення є
двiйкова (бiнарна).

Приклад 3. Представити число 26 у двiйковiй системi числення.

Розглянемо два способи переходу вiд десяткової до двiйкової си-
стеми числення.

Перший спосiб полягає у представленнi числа 26 у виглядi су-
ми степенiв двiйки, кожну з яких потiм легко записати у двiйковiй
системi числення:

26 = 16 + 8 + 2 = 24 + 23 + 21 = 100002 + 10002 + 102 = 110102.
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Другий спосiб полягає у послiдовному дiленнi числа на 2 з за-
лишком, як продемонстровано нижче. Двiйкове зображення числа
отримуємо послiдовним записом залишкiв вiд дiлення починаючи
знизу вверх.

26
13 0
6 1
3 0
1 1
0 1

Вiдмiтимо, що другий спосiб за своєю суттю повторює перший; до-
ведення його коректностi залишимо у якостi вправи для читача.

Для виконання арифметичних дiй над цiлими числами на комп’-
ютерi, зазвичай, на представлення кожного числа видiляється певна
кiлькiсть пам’ятi. Наприклад, за допомогою 1 байта (= 8 бiт) можна
представити 28 = 256 рiзних значень; зазвичай це числа вiд 0 до 255
(беззнаковi числа) або вiд −128 до 127 (знаковi; iнодi вiд −127 до
128).

Вiдмiтимо, що, наприклад, при виконаннi додавання 255 + 1 у
випадку 1-байтних беззнакових чисел, вiдбувається ”переповнення”
типу:

255 + 1 = 111111112 + 12 = 1000000002,

але оскiльки число представляється тiльки 1 байтом, то на дев’яту
одиницю не вистачає мiсця, i результатом додавання буде число 0 =
000000002.

1.3.2 Представлення дiйсних чисел. Числа з ру-
хомою комою

На вiдмiну вiд цiлих чисел, яких iснує скiнченна кiлькiсть на будь-
якому вiдрiзку числової прямої, множина дiйсних чисел на будь-
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якому (невиродженому) вiдрiзку є нескiнченною. Тому представлен-
ня дiйсних чисел на комп’ютерi має принципову вiдмiннiсть: не ко-
жне дiйсне число може бути збереженим у пам’ятi. Таким чином при
виконаннi алгоритмiв наближених обчислень на комп’ютерi виникає
додаткове джерело похибки. Окрiм похибки власне наближеного ал-
горитму, виникає похибка, пов’язана з наближеним представленням
чисел у пам’ятi комп’ютера. Ця похибка наближеного представлен-
ня чисел може акумулюватись i, як результат, стати суттєво бiльшою
за похибку наближеного алгоритму. Для того, щоб мати можливiсть
цього уникнути, варто мати розумiння того, як дiйснi числа пред-
ставляються у пам’ятi комп’ютера i якi наслiдки має цей аспект.

У бiльшостi мов програмування дiйснi числа представляються у
формi

x = σ · f · 2t, (1.3)

де σ ∈ {1,−1} — це знак числа (на нього вiдводиться 1 бiт), f —
це цiле число, яке називається мантиса, t — експонента. Зазвичай
на дiйсне число вiдводять 4 (тип float) або 8 (тип double) байтiв.
Наприклад, для типу float, згiдно з стандартом IEEE 754, на манти-
су вiдводять 23 бiти, а на експоненту — 8 (i ще один бiт на знак).
Вiдмiтимо, що

f · 2t = (2f) · 2t−1.

Тому для забезпечення єдиностi представлення числа у виглядi (1.3)
бiти чисел f та t зазвичай iнтерпретують таким чином. Нехай

f1 . . . f23 та t1 . . . t8

— це бiти чисел f i t вiдповiдно. Тодi

f = (1.f1f2 . . . f23)2 = 1 + f1 · 2−1 + . . .+ f23 · 2−23, (1.4)

так що f ∈
[
1, 2− 1

224

]
, а t iнтерпретується як знакове число з 8 бiт,

−127 ≤ t ≤ 128. Числа, якi можна представити у такому виглядi,
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називаються нормалiзованими. Легко бачити, що 0 у такому вигля-
дi представити неможливо. Тому виникає необхiднiсть ускладнен-
ня представлення деяких чисел. Зокрема, при найменшому значеннi
експоненти t = −127, приходимо до денормалiзованого представ-
лення чисел — мантиса iнтерпретується як (0.f1f2 . . . f23)2 замiсть
нормалiзованого виду (1.4).

З написаного вище видно, що на вiдмiну вiд множини дiйсних чи-
сел, iснує найменше додатне число, яке можна представити у виглядi
числа з рухомою комою. Наприклад, для 4-байтних чисел з рухомою
комою найменшим додатним числом буде число 2−149 = 2−23 ·2−126 ≈
1.4 · 10−45: мантиса 0.00 . . . 012 = 2−23 i експонента −127, яка вказує
на денормалiзоване число i iнтерпретується як 2−126.

Приклад 4. Обчислити суму a+ b, де a = 1 i b = 2−4, якщо кожне
з чисел представлено у форматi з рухомою комою.

Для числа a мантиса fa = 1, та експонента ta = 0; для числа b
маємо fb = 1, tb = −4. Для того, щоб додати цi числа приведемо їх
до спiльного знаменника: fb = 0.00012, tb = 0. Тодi

a+ b = fa · 2ta + fb · 2tb = (1 + 0.0001)2 · 20 = 1.00012 · 20.

Приклад 5. Обчислити суми (−230 + 230) + 1 та −230 + (230 + 1),
вважаючи, що на мантису вiдводиться 23 бiти.

Перша сума, очевидно, буде дорiвнювати 1. Розглянемо другу
суму.

Для додавання 230 i 1 треба друге число привести до денормалiзо-
ваної форми з експонентою 30. Але це означає, що мантиса має бути
2−30, тобто мати вигляд 0.00 . . . 01, де пiсля коми iде 29 нулiв. Оскiль-
ки мантиса має лише 23 бiти, то отримаємо число 0.00 . . . 02 = 0, i
отже 230 + 1 = 230. Тому −230 + (230 + 1) = 0.

Зокрема бачимо, що додавання чисел з рухомою комою є неасо-
цiативним.
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Приклад 6. Представити число 0.110 у двiйковiй системi з рухо-
мою комою з 8 бiтами для мантиси. Оцiнити абсолютну похибку
представлення.

Легко бачити, що (рiвностi у десятковiй системi числення)

0.1 = 2−4 · 1.6 = 2−4 + 2−4 · 0.6 = 2−4 + 2−5 + 2−5 · 0.2
= 2−4 + 2−5 + 2−8 + 2−8 · 0.6.

Тому двiйковий запис числа 0.110 є перiодичним двiйковим дробом
0.0001(1001)2. Нормалiзуючи його i залишаючи тiльки 8 бiт мантиси,
отримаємо представлення

0.110 7→ 1.100110012 · 2−4.

Неважко перевiрити, що

1.100110012 · 2−4 = 1.5976562510 · 2−4 = 0.09985351562510

i абсолютна похибка представлення дорiвнює 0.000146484375.

Приклад 7. Обчислити рiзницю a− b, де

a = e−1/(100)2, b = e−1/(1000)2,

використовуючи десятковi наближення з

1. 8 значущими цифрами;

2. 16 значущими цифрами.

Скiльки точних цифр мають обчисленi рiзницi?

11



Для наближень з 8 значущими цифрами маємо a = 0.99990001,
b = 0.99999900, а тому a− b = −0.00009899.

Для наближень з 16-ма значущими цифрами маємо

a = 0.9999000049998333, b = 0.9999990000004999,

а тому a− b = −0.0000989950006666.
Вiдмiтимо, що перше наближення має лише 4 правильнi цифри

рiзницi, а друге — 12.
Даний приклад iлюструє феномен втрати значущостi при вiднi-

маннi приблизно однакових чисел; аналогiчну ситуацiю ми бачили у
прикладi 5, коли додавали числа, якi вiдрiзняються у багато разiв.

1.3.3 Наближене обчислення функцiї ln x
В даному пiдроздiлi ми покажемо, як, враховуючи представлення
дiйсних чисел (1.3), можна обчислити значення функцiї f(x) = ln x
з заданою (вiдносною) точнiстю для всiх x > 0. Враховуючи (1.3),
маємо

x = f · 2β, f ∈ [1, 2), β ∈ Z
ln x = ln

(
f · 2β

)
= ln f + ln 2β = ln f + β · ln 2,

а тому, вважаючи число ln 2 вiдомим з необхiдною точнiстю, нам
залишається порахувати число ln f , де f ∈ [1, 2). Враховуючи те, що
ln f = − ln f−1, можемо вважати, що f ∈ (1/2, 1].

Як вiдомо, для n ∈ N i x > 0, f (n)(x) = (−1)n−1(n−1)!
xn , а тому для

x0, x > 0, n ∈ N за формулою Тейлора з залишком у iнтегральнiй
формi маємо

ln x = ln x0 +
x− x0
x0

+ . . .+
(−1)n−1

n

(
x− x0
x0

)n

+ (−1)n
∫ x

x0

(x− t)nt−n−1dt.

12



Число x0 ∈ (1/2, 1] виберемо пiзнiше. Оцiнимо залишок:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

(x− t)nt−n−1dt

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| · max
t∈[x0,x]

|x− t|n

tn+1
.

Маємо для кожного t ∈ [x0, x] ⊂ [1/2, 1),

|x− t|n

tn+1
=

1

t
·
∣∣∣∣x− t

t

∣∣∣∣n ≤ 2

∣∣∣∣x− t

t

∣∣∣∣n . (1.5)

Розглянемо функцiю

g(t) =
x− t

t
=

x

t
− 1,

i знайдемо її екстремуми на вiдрiзку з кiнцями в точках x0 i x.

g′(t) = − x

t2
< 0,

тобто функцiя g спадає. Тому її найбiльше i найменше значення до-
сягається на кiнцях вiдрiзку. Враховуючи, що g(x) = 0 i g(x0) = x−x0

x0
,

отримаємо, що
max

t
|g(t)| = |g(x0)|.

Тому, продовжуючи ланцюжок (1.5), i вибираючи x0 =
3
4 , отримаємо

|x− t|n

tn+1
≤ 2 ·

∣∣∣∣x− x0
x0

∣∣∣∣n ≤ 2 ·
∣∣∣∣ 143
4

∣∣∣∣n =
2

3n
.

Таким чином, |Rn(x)| ≤ 2
3n . Вибираючи n таким, щоб 2

3n було меншим
за необхiдну похибку, ми отримаємо спосiб обчислення значення ln x.
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Роздiл 2

Огляд найпростiших
методiв i iнструментiв
наближеного обчислення

2.1 Схема Горнера
У попередньому роздiлi ми бачили, що наближення функцiї полi-
номом може бути ефективним способом для чисельних обчислень.
В даному пiдроздiлi ми обговоримо ефективний спосiб обчислення
значень полiномiв.

Нехай задано многочлен

Pn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, n ∈ N.

Якщо пiдходити до обчислення значення Pn(x0), x0 ∈ R наївно, ви-
користовуючи k дiй множення для обчислення кожного з мономiв
akx

k
0 = ak · x0 · . . . · x0, то для обчислення значення Pn(x0) буде вико-

нано 1+2+ . . .+n = O(n2), n → ∞ дiй множення, що неефективно.
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Якщо ж подати Pn у виглядi

Pn(x) = a0 + x(a1 + x(a2 + . . .+ x(an−1 + anx) . . .)),

то обчислення значення Pn(x0) потребуватиме O(n) множень i O(n)
додавань дiйсних чисел, n → ∞, що є значно ефективнiше.

2.2 Рiзницеве наближення похiдної
Важливим у математицi взагалi, i у чисельних методах зокрема, є
поняття похiдної функцiї. У випадку, коли функцiя задана аналiти-
чно, цю похiдну iнодi також можна записати аналiтично. Але, як ми
бачили ранiше, навiть у найпростiших випадках, обчислення заданої
аналiтично функцiї в деякiй точцi може бути нетривiальною зада-
чею. Крiм того, часто аналiтичний вигляд функцiї є невiдомим, або
навiть тiльки вiдомi значення функцiї у деяких точках: наприклад,
як результати вимiрювання деякої величини. Тому виникає питання
наближеного значення похiдної в деякiй точцi, маючи iнформацiю
про значення функцiї в околi цiєї точки.

Найпростiший спосiб наближеного обчислення похiдної випливає
з означення:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
≈ f(x+ h)− f(x)

h
, (2.1)

тобто при малих значеннях h частка справа має бути близькою до
f ′(x). Виникає питання, як розумiти цю неформальну фразу, i чи
можна оцiнити похибку такого наближення значення f ′(x). Ми роз-
глянемо задачу у такiй постановцi.

Нехай задано деякий клас X диференцiйовних на вiдрiзку [a, b]
функцiй i x0 ∈ (a, b) . Знайти величину

e1(X;x0, h) = sup
f∈X

∣∣∣∣f ′(x0)−
f(x0 + h)− f(x0)

h

∣∣∣∣ ,
15



де h достатньо мале число (таке, щоб x0 + h ∈ [a, b]). Для простоти
нехай X = W 2

∞[a, b] — це клас двiчi неперервно диференцiйовних на
[a, b] функцiй f таких, що maxt∈[a,b] |f ′′(t)| ≤ 1.

Записуючи залишковий член для многочлена Тейлора у формi
Лагранжа (1.1), отримаємо для будь-якої f ∈ W 2

∞[a, b] i деякого ξ ∈
[a, b]∣∣∣∣f ′(x0)−

f(x0 + h)− f(x0)

h

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(x0)−
hf ′(x0) +

1
2h

2f ′′(ξ)

h

∣∣∣∣ ≤ |h|
2
,

i отже e1(W
2
∞[a, b];x0, h) ≤ |h|

2 . З iншого боку, як легко бачити, фун-
кцiя f(x) = x2

2 , x ∈ [a, b] належить простору W 2
∞[a, b] i для неї для

будь-якого x0 ∈ [a, b] маємо∣∣∣∣f ′(x0)−
f(x0 + h)− f(x0)

h

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x0 − (x0 + h)2 − x20
2h

∣∣∣∣ = |h|
2
,

i отже e1(W 2
∞[a, b];x0, h) ≥ h

2 . Таким чином, ми довели таку теорему:

Теорема 5. Для будь-якого вiдрiзка [a, b], i точок x0 ∈ (a, b), h > 0
таких, що x0 + h ∈ [a, b] має мiсце рiвнiсть

e1(W
2
∞[a, b];x0, h) =

|h|
2
.

Зокрема, з цiєї теореми випливає, що похибка формули (2.1) на
класi W 2

∞[a, b] спадає до нуля лiнiйно вiдносно h.
Розглянемо тепер клас X = W 3

∞[a, b] функцiй f , якi є три рази
неперервно диференцiйовнi i для яких maxt∈[a,b] |x′′′(t)| ≤ 1. Очеви-
дно, що функцiя f(x) = x2

2 лежить у цьому класi i, як ми бачили,
похибка наближення похiдної цiєї функцiї за допомогою метода (2.1)
буде O(h), h → 0.
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Натомiсть, розглянемо такий метод наближеного обчислення по-
хiдної:

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
(2.2)

i оцiнимо похибку

e2(W
3
∞[a, b];x0, h) := sup

f∈W 3
∞[a,b]

∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)

2h

∣∣∣∣ .
Знову, застосовуючи формулу Тейлора (але тепер беремо многочлен
Тейлора степеня 2) з залишковим членом у формi Лагранжа, отри-
маємо для деяких ξ, ζ ∈ (a, b)

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) · h+
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(ξ),

f(x0 − h) = f(x0)− f ′(x0) · h+
h2

2
f ′′(x0)−

h3

3!
f ′′′(ζ),

звiдки, вiднiмаючи отриманi рiвностi, отримаємо, що

f(x0 + h)− f(x0 − h) = 2f ′(x0)h+
h3

6
(f ′′′(ξ) + f ′′′(ζ)),

а отже∣∣∣∣f ′(x0)−
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

∣∣∣∣ = h2

12
|f ′′′(ξ) + f ′′′(ζ)| ≤ h2

6
.

Звiдси випливає, що e2(W
3
∞[a, b];x0, h) ≤ h2

6 . Аналогiчно до попере-
днього результату, розглядаючи функцiю x 7→ x3

6 ∈ W 3
∞[a, b], отрима-

ємо нерiвнiсть e2(W
3
∞[a, b];x0, h) ≥ h2

6 . Таким чином ми довели таку
теорему.
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Теорема 6. Для будь-якого вiдрiзка [a, b], i точок x0 ∈ (a, b), h > 0
таких, що x0 ± h ∈ [a, b] має мiсце рiвнiсть

e1(W
3
∞[a, b];x0, h) =

|h|
2

та e2(W
3
∞[a, b];x0, h) =

h2

6
. (2.3)

Зокрема, ми бачимо що на класi W 3
∞[a, b] метод (2.2) є кращим

за (2.1) i похибка наближення (2.2) спадає пропорцiйно квадрату h.
Отриманi у попереднiх двох теоремах оцiнки означають, що при

прямуваннi h → 0 величини похибок e1 та e2 також прямують до
нуля.

Приклад 8. Обчислити наближенi значення похiдної f ′(1) в точцi
1 для функцiї f(x) = ex, використовуючи методи (2.1) i (2.2) при
h = 2−k, для декiлькох перших k ∈ N.

Вiдмiтимо, що точне значення f ′(1) = e. Використаємо для об-
числень 4-байтнi числа з рухомою комою i занесемо результати об-
числень у таблицю: у рядку з номером k, D1 = (e1+2−k − e1)/(2−k),
E1 = e−D1, D2 = (e1+2−k − e1−2−k

)/(21−k), E2 = e−D2.

k D1 E1 D2 E2

1 3.526814 -0.808533 2.832968 -0.114686
2 3.088244 -0.369963 2.746686 -0.028404
3 2.895481 -0.177199 2.725367 -0.007085
4 2.805027 -0.086745 2.720053 -0.001771
5 2.761200 -0.042918 2.718723 -0.000442
6 2.739639 -0.021358 2.718391 -0.000110
7 2.728943 -0.010661 2.718307 -0.000026
8 2.723633 -0.005351 2.718292 -0.000010
9 2.720947 -0.002666 2.718262 0.000020
10 2.719727 -0.001445 2.718262 0.000020
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Вiдмiтимо декiлька аспектiв отриманих результатiв. По-перше,
при зменшеннi h вдвiчi (тобто при переходi до наступного рядка у та-
блицi), значення |E1| зменшується приблизно двiчi, що узгоджується
з оцiнкою (2.3). В той же час величина E2 зменшується приблизно у
4 раз до k = 7, i перестає зменшуватись при k > 7.

Якщо зробити такi самi обчислення, але використовуючи 8-байтнi
числа з рухомою комою, то отримаємо такi результати.

k D2 E2

1 2.83296779963794 -0.11468597117889
2 2.74668588169833 -0.02840405323929
3 2.72536621980373 -0.00708439134469
4 2.72005188887067 -0.00177006041163
5 2.71872427874553 -0.00044245028648
6 2.71839243697998 -0.00011060852094
7 2.71830948033613 -0.00002765187709
8 2.71828874141249 -0.00000691295345
9 2.71828355669641 -0.00000172823736
10 2.71828226051821 -0.00000043205916

Бачимо, що у цих результатах зменшення h вдвiчi зменшує по-
хибку приблизно в чотири рази, що i мало б бути вiдповiдно до рiв-
ностей (2.3).

В чому причина ”аномалiї” у першiй таблицi?
Пiд час доведення формул (2.3), ми вважали, що обчислення

роблять точно, тобто iгнорували похибки округлення, якi виника-
ють при машинних обчисленнях. При реальних обчисленнях зна-
чень з таблиць, обчислення було зроблено використовуючи числа
з рухомою комою; при цих обчисленнях виникали похибки окру-
глення. Розглянемо цю ситуацiю бiльш детально. Позначимо через
f(x) значення функцiї f в точцi x, отримане на комп’ютерi, а через
ε(x) = f(x) − f(x) — похибку машинного обчислення цього значе-
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ння. Ця похибка буде малою (тим меншою, чим бiльше пам’ятi ми
вiдводимо на збереження дiйсного числа у пам’ятi комп’ютера), але,
взагалi кажучи, не буде нульовою. Наближене значення похiдної D2,
насправдi, використовує при обчисленнi не значення функцiї f , а
значення функцiї f . Позначимо D2(x) = f(x+h)−f(x−h)

2h i розглянемо
величину E2 = f ′(x) − D2(x) мiж величиною f ′(x), яку ми хочемо
обчислити, i величиною D2(x), яку ми можемо обчислити. Маємо

E2(x) = f ′(x)−D2(x)

=

(
f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)

2h

)
+

+
(f(x+ h)− f(x+ h))− (f(x− h)− f(x− h))

2h

=

(
f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)

2h

)
+

ε(x+ h)− ε(x− h)

2h
.

Вiдмiтимо, що перший доданок, згiдно доведеного ранiше, прямує до
нуля зi швидкiстю O(h2), h → 0. В той же час, чисельник другого
доданку буде маленьким, але ненульовим для достатньо малих h, а
отже другий доданок не буде малим при достатньо малих h. Це i
пояснює поведiнку чисельних значень величини E2 у першiй табли-
цi. В той же час, навiть при використаннi бiльшої кiлькостi пам’ятi
для представлення чисел, ефект накопичення помилки (i зникнен-
ня зменшення похибки обчислення значення f ′(x)) буде вiдбуватись
при достатньо великих k.
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2.3 Метод Ейлера для розв’язання задачi
Кошi

Розглянемо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння

y′(t) = f(t, y), y(t0) = y0. (2.4)

Якщо використати наближення (2.1) для значення похiдної y′(t), то
отримаємо

y(t+ h)− y(t)

h
= f(t, y(t)) +

1

2
hy′′(th), th ∈ (t, t+ h),

звiдки
y(t+ h) = y(t) + hf(t, y(t)) +

1

2
h2y′′(th). (2.5)

Отримана формула мотивує до розгляду послiдовностi {yn}, що за-
дається рекурентно

yn+1 = yn + hf(tn, yn), n ∈ N.

де tn = tn−1 + h, n ∈ N, t0 = x0. Числа yn — це наближенi значення
невiдомого розв’язку y рiвняння (2.4).

Оцiнку для вiдхилення мiж обчисленим наближенням функцiї y
у точках tk, k ∈ N вiд розв’язку задачi (2.4) дає така теорема.

Теорема 7. Припустимо, що функцiя f є лiпшицевою з констан-
тою L > 0 по другiй змiннiй, тобто виконується нерiвнiсть

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀t, y1, y2,

а про розв’язок y задачi (2.4) вiдомо, що maxt |y′′(t)| ≤ M, M ≥ 0.
Тодi для всiх n має мiсце нерiвнiсть

|y(tn)− yn| ≤
M

2L
[eL(tn−t0) − 1]h.
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Доведення. Нехай en = y(tn)−yn. Тодi використовуючи (2.5) i умови
теореми, отримаємо

|en+1| = |y(tn+1)− [yn + hf(tn, yn)]|

=

∣∣∣∣[y(tn) + hf(tn, y(tn)) +
1

2
h2y′′(ξ)

]
− [yn + hf(tn, yn)]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣en + h[f(tn, y(tn))− f(tn, yn)] +
1

2
h2y′′(ξ)

∣∣∣∣ ≤ |en|+ hL|en|+
h2M

2
.

Таким чином, ми отримали рекурентну нерiвнiсть

|en+1| ≤ (1 + hL)|en|+
h2M

2
, n ≥ 0, e0 = 0,

з якої iндукцiєю по n легко вивести нерiвнiсть

|en| ≤
Mh

2L
((1 + hL)n − 1) , n ≥ 0.

Нарештi, використовуючи нерiвнiсть 1 + x ≤ ex, x ∈ R, i той факт,
що nh = tn − t0, отримаємо

|en+1| ≤
Mh

2L

(
ehLn − 1

)
=

M

2L

(
eL(tn−t0) − 1

)
h.

Зазначимо, що метод Ейлера дає оцiнки для значень невiдомого
розв’язку задачi Кошi тiльки у наборi точок tk, k ∈ N, i якщо вiдрi-
зок, на якому нас цiкавить розв’язок задачi фiксований, то похибка
наближення має асимптотичну оцiнку O(h), h → 0.

2.4 Лiнiйна iнтерполяцiя
У попередньому пiдроздiлi ми отримали спосiб чисельного наближе-
ння значень розв’язку диференцiального рiвняння у деякому наборi
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точок. Спираючись на нього, можна побудувати неперервну фун-
кцiю, що є наближенням розв’язку вже на всьому вiдрiзку. В даному
пiдроздiлi ми обговоримо лiнiйну iнтерполяцiю, яка важлива також
i в багатьох iнших питаннях.

Нехай задано функцiю f : [a, b] → R. Легко бачити, що лiнiйна
функцiя p, що задається формулою

p(x) =
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

iнтерполює функцiю f в точках a, b, тобто справедливi рiвностi.

p(a) = f(a), p(b) = f(b).

Теорема 8. Якщо функцiя f є двiчi неперервно диференцiйовною,
то для кожного x ∈ [a, b]

|f(x)− p(x)| ≤ 1

8
(b− a)2 max

t∈[a,b]
|f ′′(t)|.

Доведення. Як випливає з загальної теореми про вiдхилення функцiї
вiд її iнтерполяцiйного многочлену (див. напр., [1, Theorem 4.3]), для
кожного t ∈ [a, b] iснує ξ ∈ (a, b) таке, що

f(t)− p(t) =
f ′′(ξ)

2
(t− a)(t− b).

Твердження теореми тепер випливає з того факту, що

max
t∈[a,b]

|(t− a)(t− b)| = 1

4
(b− a)2.
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2.5 Метод трапецiї
Однiєю з найважливiших i найдавнiших задач чисельних методiв є
(наближене) обчислення iнтеграла функцiї, тобто значення функцiо-
нала

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx.

Простою, але важливою iдеєю для отримання наближеного значен-
ня функцiонала вiд ’складної’ функцiї f є така: замiнити функцiю
f деякою, бiльш ’простою’ функцiєю p, для якої значення функцiо-
налу можна порахувати точно, i у якостi наближеного значення для
функцiї f взяти обчислене значення функцiонала на функцiї p.

Якщо замiсть функцiї f ми вiзьмемо лiнiйну функцiю p, що iн-
терполює f у точках a i b, то отримаємо, враховуючи результати
попереднього пiдроздiлу,

I(f) ≈ I(p) =

∫ b

a

p(x)dx =

∫ b

a

(
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

)
dx

=
1

2(b− a)

(
−(b− x)2f(a) + (x− a)2f(b)

)∣∣∣∣b
a

=
1

2
(b− a)(f(a) + f(b)).

Крiм того, для двiчi неперервно диференцiйовної функцiї f : [a, b] →
R, маємо

|I(f)− I(p)| =
∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− p(x))dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)− p(x)| dx

=

∫ b

a

∣∣∣∣f ′′(ξ(t))

2
(t− a)(t− b)

∣∣∣∣ dt
≤

maxt∈[a,b] |f ′′(t)|
2

∫ b

a

|(t− a)(t− b)| dt = 1

12
(b− a)3 max

t∈[a,b]
|f ′′(t)|.
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Вiдмiтимо, що для функцiї

f(x) = c · (x− a)(x− b), c ∈ R, (2.6)

маємо p(x) ≡ 0 i усi нерiвностi у попередньому ланцюжку перетво-
рюються на рiвнiсть. Тому ми довели таку теорему.

Теорема 9. Для формули трапецiї наближеного iнтегрування∫ b

a

f(x)dx ≈ 1

2
(b− a)(f(a) + f(b)) (2.7)

справедлива така оцiнка похибки:∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− 1

2
(b− a)(f(a) + f(b))

∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

12
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|.

Ця оцiнка є точною на класi двiчi неперервно диференцiйовних фун-
кцiй, в тому сенсi, що вона перетворюється на рiвнiсть на фун-
кцiях (2.6).

Вiдмiтимо, що права частина у оцiнцi похибки формули трапецiї
пропорцiйна величинi maxt∈[a,b] |f ′′(t)| (яка характеризує швидкiсть
змiни похiдної функцiї f) та кубу довжини вiдрiзка iнтегрування.
Тому формула трапецiї у виглядi (2.7) може давати велику похибку
на вiдрiзках великої довжини, i в той же похибка швидко стає малою
при зменшеннi довжини вiдрiзка.

Припустимо тепер, що задано деяке розбиття a = x0 < x1 <
. . . < xn = b вiдрiзка [a, b], яке ми будемо для простоти вважати
рiвномiрним, тобто xi − xi−1 = h = b−a

n , i = 1, . . . , n i ми знаємо
значення функцiї f у точках розбиття. Позначимо через pn куско-
во лiнiйну функцiю, яка iнтерполює значення f у точках розбиття.
Застосовуючи на кожному вiдрiзку [xi−1, xi], i = 1, . . . , n формулу
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трапецiї (2.7), прийдемо до такої формули наближеного обчислення
iнтеграла I(f), яку також iнодi називають формулою трапецiї:∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2
(f(x0) + 2f(x1) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn)).

Теорема 10. На класi двiчi неперервно диференцiйовних функцiй
справедлива така оцiнка похибки обчислення iнтеграла:∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− h

2
(f(x0) + 2f(x1) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn))

∣∣∣∣
≤ h2(b− a)

12
· max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|.

Ця оцiнка є точною в тому сенсi, що множник h2(b−a)
12 справа не

може бути зменшеним.

Доведення.

|I(f)− I(pn)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(∫ xi

xi−1

f(x)dx− 1

2
(xi − xi−1)(f(xi) + f(xi−1))

)∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣∫ xi

xi−1

f(x)dx− 1

2
(xi − xi−1)(f(xi) + f(xi−1))

∣∣∣∣
≤ n · h

3

12
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)| = (b− a)h2

12
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|

i оцiнку зверху доведено. Вiдмiтимо, що ця оцiнка стає рiвнiстю для
функцiї

f ∗(t) = c · (t− xi−1)(xi − t), t ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, c ∈ R.

Ця функцiя (при c ̸= 0) є неперервною, але не диференцiйовною.
Але для кожного ε > 0 стандартними методами можна побудувати
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двiчi (або навiть нескiнченно) диференцiйовну функцiю f ∗
ε , для якої

f ∗
ε (xi) = 0, i = 0, . . . , n i maxt∈[a,b] |f ∗

ε (t) − f ∗(t)| < ε. З iснування f ∗
ε

буде випливати точнiсть наведеної у теоремi оцiнки.

2.6 Тридiагональнi системи лiнiйних рiв-
нянь

Розв’язання системи лiнiйних рiвнянь є однiєю з найважливiших за-
дач прикладної математики взагалi, i чисельних методiв зокрема. У
цьому пiдроздiлi ми зупинимось на одному важливому частковому
випадку систем лiнiйних рiвнянь.

Нехай задано набори чисел aij, i, j = 1, . . . , n i fi, i = 1, . . . , n.
Систему рiвнянь

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = f1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = f2

· · ·
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = fn

(2.8)

вiдносно невiдомих x1, . . . , xn можна також записати у матричному
виглядi Ax = f , де

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

 , x =


x1
x2
· · ·
xn

 , f =


f1
f2
· · ·
fn


Нас буде цiкавити випадок, коли елементи матрицi A є нулями окрiм,
можливо, елементiв, що стоять на головнiй дiагоналi i двох сусiднiх
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дiагоналях матрицi:

A =


a11 a12 0 0 . . . 0 0
a21 a22 a21 0 . . . 0 0
0 a32 a33 a34 . . . 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 . . . an−1n ann

 .

Наприклад, матриця

A =


4 2 0 0 0
1 5 6 0 0
0 3 9 5 0
0 0 0 1 2
0 0 0 2 4


є тридiагональною.

Для таких матриць зручно ввести такi позначення елементiв ма-
трицi: li = aii−1, 2 ≤ i ≤ n, di = aii, i = 1, . . . , n, ui = aii+1,
1 ≤ i ≤ n− 1.

Приклад 9. Розв’язати систему рiвнянь
4x1 + x2 = 6

x1 + 4x2 + x3 = 12

x2 + 4x3 + x4 = 18

x3 + 4x4 = 19

Нагадаємо, що один зi способiв розв’язання систем алгебраїчних
рiвнянь є метод Гаусса. Вiн полягає у приведеннi матрицi системи
до верхньотрикутної матрицi (прямий хiд метода Гаусса), а потiм
до дiагональної матрицi (зворотнiй хiд метода Гаусса) за допомогою
елементарних операцiй над рядками матрицi (замiна мiсцями двох
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рядкiв, множення одного рядка на ненульове число та замiна одного
рядка на його суму з деяким iншим рядком).

4 1 0 0
1 4 1 0
0 1 4 1
0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
12
18
19

 ⇐⇒


4 1 0 0
0 15

4 1 0
0 1 4 1
0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
21
2
18
19



⇐⇒


4 1 0 0
0 15

4 1 0
0 0 56

15 1
0 0 0 209

56

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
21
2
76
5
209
14

 ⇐⇒


4 1 0 0
0 15

4 1 0
0 0 56

15 1
0 0 0 209

56

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
21
2
76
5
209
14



⇐⇒


4 1 0 0
0 15

4 1 0
0 0 56

15 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
21
2
76
5
4

 ⇐⇒


4 1 0 0
0 15

4 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
21
2
3
4



⇐⇒


4 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
2
3
4

 ⇐⇒


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2
3
4

 .

Таким чином, єдиним розв’язком системи рiвняння є набiр (1, 2, 3, 4).
Застосуємо метод Гаусса до тридiагональної системи.

[A|f ] =


d1 u1 0 . . . 0
l2 d2 u2 . . . 0
0 l3 d3 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 . . . dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1
f2
f3
· · ·
fn


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⇐⇒


d1 u1 0 . . . 0
0 d2 − u1 · l2

d1
u2 . . . 0

0 l3 d3 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 . . . dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1

f2 − f1 · l2
d1

f3
· · ·
fn


· · ·

⇐⇒


δ1 u1 0 . . . 0
0 δ2 u2 . . . 0
0 0 δ3 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 . . . δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g1
g2
g3
· · ·
gn

 ,

де δ1 = d1,

δk = dk − uk−1 ·
lk

δk−1
, 2 ≤ k ≤ n,

g1 = f1,

gk = fk − gk−1 ·
lk

δk−1
, 2 ≤ k ≤ n.

Вiдмiтимо, що прямий хiд метода Гаусса є можливим тодi i тiльки
тодi, коли

δk ̸= 0, k = 1, . . . , n. (2.9)

Зворотнiй хiд метода Гаусса тепер також можливий при тiй самiй
умовi (2.9). При цьому, складнiсть розв’язання тридiагональної си-
стеми рiвнянь є лiнiйною (на вiдмiну вiд складностi розв’язання си-
стеми рiвнянь у загальному випадку).

Ми будемо казати, що тридiагональна матриця A має дiагональне
домiнування, якщо

|di| > |li|+ |ui|, i = 1, . . . , n, (2.10)

де для зручностi покладемо l1 = un = 0.
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Теорема 11. Якщо тридiагональна матриця A має дiагональне до-
мiнування, то система (2.8) має єдиний розв’язок, який можна
знайти за допомогою метода Гаусса описаного вище.

Доведення. Зазначимо, що d1 = δ1, i за умовою дiагонального домi-
нування |d1| > |u1| ≥ 0.

|δ2| =
∣∣∣∣d2 − u1 ·

l2
d1

∣∣∣∣ ≥ |d2| −
∣∣∣∣u1 · l2d1

∣∣∣∣ > |l2|+ |u2| − |l2| = |u2| ≥ 0,

де ми використали нерiвнiсть |u1|
|d1| < 1. Повторюючи аналогiчнi мiр-

кування отримаємо справедливiсть умови (2.9), а отже i твердження
теореми.

2.7 Розв’язання крайової задачi
Для iлюстрацiї ситуацiї, в якiй при наближеному розв’язаннi де-
якої задачi виникає необхiднiсть розв’язувати тридiагональну систе-
му рiвнянь, розглянемо крайову задачу

−u′′ + u = f(x), x ∈ [0, 1], (2.11)
u(0) = u(1) = 0. (2.12)

Вiдмiтимо, що однорiднiсть крайових умов не зменшує загальнiсть,
бо замiною v = u(x) + Ax + B з вiдповiдним чином пiдiбраними
коефiцiєнтами A i B неоднорiднi крайовi умови можна звести до
однорiдних.

Розглянемо рiвномiрне розбиття 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 вiд-
рiзка [0, 1], xi−xi−1 = h = 1

n , i = 1, . . . , n. Аналогiчно до того, як було
отримано рiзницеве наближення похiдної у пiдроздiлi 2.2, неважко
отримати, що для деякого ξ ∈ (x, x+ h) справедлива рiвнiсть

u′′(x)− u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h)

h2
=

1

12
h2u(4)(ξ). (2.13)
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Пiдставляючи цей вираз у рiвняння (2.11) i нехтуючи виразом у пра-
вiй частинi (2.13), отримаємо

−u(x− h) + 2u(x)− u(x+ h)

h2
+ u(x) ≈ f(x), x ∈ [0, 1]

Позначимо uk = u(xk), fk = f(xk), k = 0 . . . , n i розглянемо систему
рiвнянь

−uk−1 + 2uk − uk+1

h2
+ uk = fk, 1 ≤ k ≤ n− 1,

вiдносно наближених значень uk невiдомої функцiї u, k = 1, . . . , n−1;
за умовою (2.12), маємо u0 = un = 0. Переписуючи цю систему у
виглядi

−uk−1 + (2 + h2)uk − uk+1 = h2fk, 1 ≤ k ≤ n− 1,

приходимо до тридiагональної системи рiвнянь з матрицею
2 + h2 −1 0 . . . 0
−1 2 + h2 −1 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 + h2

 ,

в якiй li = −1, i = 2, . . . , n, u1 = −1, i = 1, . . . , n−1, i di = 2+h2, i =
1, . . . , n. Бачимо, що виконується умова (2.10) дiагонального домiну-
вання, i отже цю систему рiвнянь можна за лiнiйний час розв’язати
за допомогою метода Гаусса.

На оцiнцi похибки наближеного розв’язання ми тут не зупиняє-
мось.
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